Определенный интеграл.

Опр. 1
Если при любых разбиениях отрезка {a,b} раких, что max

, и при любом выборе точек 

 на отрезках {xi-1, xi} интегральная сумма 

 стремиться к одному и тому же пределу s, то этот предел называют определенным интегралом от функции f(x) на отрезке {a,b} и обозначают 


Опр. 2
Если для функции f(x) предел 

=

 существует, то функцию называют интегрируемой на отрезке {a,b}.
Теорема 1
Если функция f(x) непрерывна на отрезке {a,b}, то она интегрируется на этом отрезке.

Свойство 1
 При увеличении числа отрезков, на каторые мы разбиваем отрезок {a,b} путем добавления новых точек деления, нижняя интегральная сумма может возрастать, а верхняя интегральная сумма только убывать.

Свойство 2
 Нижняя интегральная сумма 

 и верхняя интегральная сумма 

 при неогрсниченном увеличении числа отрезков путем добавления новых точек деления стремятся к некоторым пределам S и S

Свойство 3
 Если функция f(x) непрерывна на замкнутом отрезке {a,b}, то пределы S и S, определенные в свойстве 2 при условии, что max

xi –>0, равны.
Свойство 4
 Пусть Sni и Sn2 – нижняя и верхняя интегральные суммы, соответствующие разбиениям отрезка {a,b} на n1 и соответственно на n2 отрезков. Тогда имеет место неравенство Sni

Sn2 при любых n1 и n2.

Свойство 5
 Если функция f(x) непрерывна на отрезке {a,b}, то при любой последовательности разбиений отрезка {a,b} на отрезки {xi-1, xi}, не обязательно путем присоединения новых почек деления, если только max

xi –>0, нижняя интегральная сумма S*m и верхняя интегральная сумма S*m стремятся к пределу S, определеннуму в свойстве 3.

Теорема 1
Если f(x) – непрерывная функция и ф(х) =

, то имеет место равенство ф'(х)=f(х).
Иными словами, производная от определенного интеграла по верхнему пределу равна подынтегральной функции, в которую вместо переменной интегрирования подставлена значение верхнего предела (при условии, что подынтегральная функция непрерывна) получим:
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Приращение функции ф(х) равно
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К последнему интегралу применим теорему о среднем значении (свойство 5 определенного интеграла) 
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 где

 заключено между х и 

. Найдем отношение приращения функции к приращению аргумента: Следовательно, 
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Но так как 
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, а вследствии неприрывности функции f(x)
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 Таким образом, ф'(х)=f(х). Теорема доказана.

Несобствееные интегралы.

Определение 1       Если несобственный интеграл
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 иммет конечный предел, то говорят, что 
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существует или сходиться. Если
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 не иммет конечного предела, то говорят, что 
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Теорема 1
Если для всех х (
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 и если 
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сходиться, то 
[image: image19.wmf]ò

+¥

a

dx

x

f

)

(

также сходиться, при этом
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Замечание 1
Отметим, что определенный интеграл зависит только от вида функции f(x) и пределов интегрирования, но не от переменной интегрирования, которую можно обозначить любой буквой. Поэтому, не изменяя величины определенного интеграла, можно заменить букву x любой другой буквой.

Замечание 2
При введении понятия определенного интеграла

мы предпологали, что a<b. В случае b<a примем по определению 

= –


Замечание 3
В слуцае a=b пологаем по определению, что для любой функции f(x) имеет место 


Основные свойства определенного интеграла.
Свойство 1
Постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла: если A=const.

Свойство 2
Определенный интеграл от алгебраической суммы нескольких функций равен алгебраической сумме интегралов от слагаемых.

Свойство 3
Если на отрезке {a,b}, где a<b, функции f(x) и u(x) удовлетворяют условию 
f(x)

u(x) то 


Свойство 4
Если m и M – наименьшее и наибольшее значения функции f(x) на отрезке {a,b} и b

a, то


Свойство 5
(теорема о среднем). Если функция f(x) непрерывна на отрезке {a,b}, то на этом отрезке найдется такая точка 

, что справедливо следующее равенство:




Свойство 6
Для любых 3-х чисел a,b,c справедливо равенство 

, если только все эти 3 интеграла существуют.
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Теорема 2
Если для всех х (

) Выполняется неравенство 

, причем 

расходится, то расходится и интеграл


Теорема 3
Если интеграл

сходится, то сходится и интеграл

В этом случае последний интеграл называется абсолютно сходящимся.

Функции многих переменных.

Определен. 1
Если каждой паре (x,y) значений двух, не зависимых друг от друга, переменных величин x и y, из некоторой области их изменения D, соответствует определенное значение величины z, то мы говорим, что z есть функция двух независимых переменных x и y, определенная в области D.

Определен. 2
Совокупность пар (x,y) значеинй x и y, при которых определяется функция z=f(x,y), называется областью существования этой функции.

Определен. 3
Если каждой расматриваемой совокупности значений переменных x,y,z, ... соответствует определенное значение переменной w, то будум называть w функцией независимых переменных x,y,z, ... и писать w=f(x,y,z, ...) и т.п.

Определен. 4
Чатсной производной по х от функции z=f(x,y) называется предел отношения частного приращения

 по х к приращению

 при стремлении

 к нулю.

Определен. 5
Дифференциал сложной функции имеет тот же вид, какой он имел бы в том случае, если бы промежуточный аргумент и независимой переменной. Иначе говоря, форма дифференциала не зависит от того, является аргумент функции независимой переменной или функцией другого аргумента. Это важное свойство дифференциала называется инвариантностью формы дифференциала.

Определен. 6
Геометрический смысл дифференциала. Дифференциал функции f(x), соответствующий данным значениям х и

, равен приращению ординаты касательной к кривой y=f(x) в данной точке х.

Определен. 7
Дифференциал от дифференциала функции называется вторым дифференциалом или дифференциалом второго порядка этой функции и обозначается через d2y: d(dy)=d2y.

Определен. 8
дифференциалом n-го порядка называется первый дифференциал от дифференциала (n – 1)-го порядка: dny=d (dn-1 y)={f(n-1) (x) dxn-1}' dx; dny=f(n) (x) dxn.

Кратные интегралы.

1). Двойной интеграл.

Теорема 1
Если функция f(x,y) неприрывна в замкнутой области D, то существует предел последовательности Vn1,Vn2, ...,Vnk, ... (1) интегральных сумм Vn=f(P1)

S1+f(P2)* *

S2+...+f(Pn)

Sn=

, если максимальный диаметр площадок

Si стремится к нулю а

. Этот предел один и тот же для любой последовательности вида (1), т.е. он не зависит от способов разбиения области D на площадки 

Si, ни от выбора точки Pi внутри площадки

Si. Этот предел называется двойным интегралом от функции f(x,y) по области D и обозначается так:

или 


Теорема 2



Теорема 3
Если область D разбита на две области D1 и D2 без общих внутренних точек и функция f(x,y) непрерывна во всех точках области D, то 

 


2). Вычисление двойного интеграла.

Теорема 4
Двойной интеграл от непрерывной функции f(x,y) по правильной области D равен двукратному интегралу от этой функции по области D, т.е. 



 EMBED Equation.2  

Свойство 1
Если правильную в направлении оси Oy область D разбить на две области D1 и D2 прялой, паралельной оси Oy или оси Ox, то двукратный интеграл ID по области D будет равен сумме такихже интегралов по облостям D1 и D2, т.е. ID=ID1+ID2.

Свойство 2
(теорема о стеднем). Двукратный интеграл ID от непрерывной функции f(x,y) по области D с площадью S равен произведению площади S на значение функции в некоторой точке Р области D, т.е. 


Криволинейный интеграл.

Если существует предел выражения, стоящего в правой части равенства при

 (при этом, очевидно,

 и

),то этот предел выражает работу силы F по кривой L от точки M до точки N: 

Справа стоящий предел называют криволинейным интегралом от Х(x,y) и Y(x,y) по кривой L и обозначают так: 


Свойство
Криволинейный интеграл определяется подынтегральным выражением, формой кривой интегрирования и указанием направления интегрирования.

1). Условие независимости криволинейного интеграла от пути интегрирования.

Теорема
Пусть во всех точках некоторой области D функции X(x,y), Y(x,y) вмести со своими частными производными

непрерывны. Тогда, для того чтобы криволинейный интерал по любому замкнотому контуру L, лежащему в области D, был равен нулю, т.е.

, необходимо и дастаточно выполнения равенства

во всех точках области D.

Сведение двойного интеграла к повторному.

Теорема
Пусть функция f(x,y) непрерывна на множестве Е, заданной формулой 

Тогда


Опредиление длины кривой.

Длиной s. Дуги AB называется тот предел, к которому стремится дилнна вписанной ломанной, когда длинна ее наибольшего звена стремиться к нулю:

   Мы докажем сейчас, что если на отрезке 

 функция f(x) и ее производная f'(x) непрерывны, то этот предел существует. Вместе с тем будет дан и способ вычисления дуги.


3). Момент инерции площади плоской фигуры.

Момент инерции I материальоной точки М с массой m относительно некоторой точки O называется поризведение массы m на квадрат ее растояния r от точки O: I=mr2.

Момент инерции системы материальных точек m1, m2, ..., mn относительно точки O есть сумма моментов инерции отдельных точек системы: 


Момент инерции фигуры D относительно начала координат равен: 
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, где D – область, совпадающая с данной плоской фигурой.

4). Свойства вычисления трайного интеграла.

Свойство 1
Всякая прямая, паралельная оси Oz, порведенная через внутреннюю (т.е. не лежащую на границе S) точку области V, пересекает поверхность S в двух точках.

Свойство 2
Вся область V поректируется на плоскость Oxy в правильную (двумерную) область D.

Свойство 3
Всякая часть области V, отсеченная плоскостью, паралельной любой из координатных плоскостей (Oxy, Oxz, Oyz), также облсдает свойствами 1 и 2.

Свойство 4
Если область V разбить на две области V1 и V2 плоскостью, паралельной какой-либо из плоскостей координат, то трехкратный интеграл по области V равен сумме трехкратных интегралов по областям V1 и V2.

Свойство 5
(теорема об оценке трехкратного интеграла). Если m и M – соответственно наименьшее и наибольшее значения функции f(x,y,z) в области V, то имеет место неравенство mV

IV

MV, где V есть объем данной области, а IV – трехкратный интеграл от функции f(x,y,z) по области V.

Свойство 5
(теорема о среднем). Трехкратный интеграл IV от непрерывной функции f(x,y,z) по области V равен произведению его объема V на значение функции а некоторой точке Р области V, т.е. 
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Теорема 1
Тройной интеграл от функции f(x,y,z) по правильной области V равен трехкратному интегралу по тойже области, т.е. 
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Введем обозначение:

yi=f(xi)-f(xi-1). Тогда

По теореме Лагранжа имеем:

где

. Следовательно, 

Таким образом, длинна вписанной ломаной равна

По условию, f'(x) непрерывна, следовательно, функция 

тоже непрерывна. Поэтому существует предел написанной интегральной суммы, который равен определенному интегралу:

 

Итак, получили формулу для вычисления длинны дуги 


Статический момент точки.

Пусть на плоскости Oxy дана система материальных точек P1(x1,y1), P2(x2,y2), ..., Pn(xn,yn) с массами m1, m2, ..., mn.
Произведения ximi, yimi называются статическими моментами массы mi относительно осей Oy и Ox.
Обозначим через xc и yc координаты центра тяжести данной системы. Тогда, как известно из курса механики, координаты центра тяжести описанной материальной системы определяется формулами:

 

, 

Мы используем эти формулы при отыскании центров тяжести различных фигур и тел.

Криволинейные интегралы первого рода.

Определение
Пусть на точках r(s) кривой

 задана некоторая функция F. Тогда выражение 

называется криволинейным интегралом первого рода от функции F по кривой

.

Свойство 1


Это очевидно.

Свойство 2
Если функция F непрерывна в точках кривой

 как функция параметра s, т.е. если непрерывна функция F{r(s)}, 

, то интеграл 

существует.

Свойство 3
Криволинейный интеграл первого рода не зависит ориентации кривой: 


Свойство 4
Пусть

– разбиение отрезка {0,S},

,

– длинна дуги кривой

 от точки r(si-1) до точки r(si), i=1, 2, ...,i0, и

 Тогда, если функция F{r(s)} интегрируема по Риану на отрезке {0,S}, то 


Свойство 5
Пусть

 –гладкая кривая

– ее непрерывно дифференцируемое представление, и следовательно, 

, 


Пусть функция F непрерывна на кривой

 (в том смысле, что функция F{r(t)} непрерывна на отрезке {a,b}). Тогда

 



Криволинейные интегралы второго рода.

Определение
Интеграл

определяется по формуле 

 

(1) Аналогично, по определению, поолгается 



 EMBED Equation.2  
,  



 EMBED Equation.2  
 Интегралы этого вида называются криволинейными интегралами второго рода от функции F по кривой

.

Свойство 1
Если функция F непрерывна на кривой

, т.е. непрерывна функция F{r(t)}, 

, то интеграл (1) существует.

Свойство 2
Криволинейный инетграл второго рода меняет знак изменении ориентации кривой, т.е. 


Свойство 3
Если F непрерывна на кривой

 функция, то для интеграла (1) справедлива формула


Свойство 4
Интеграл

является пределом соответствующих интегральных сумм, описываемых в терминах, связанных с кривой

, точнее: пусть 
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– разбиение отрезка {a,b}, 

– его мелкость,

,       i=1, 2, ..., i0, и

, где

, тогда 
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